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Let A denote an arbitrary absolute valued real algebra. in [Proc. Amer. Math. 
Sot. I I (1960), 86 i-866.1. Urbanik and Wright showed that if A is commutative, 
then A has dimension 1 or 2 and is isomorphic to iR or C. In this paper we show 
that if in the previous result we replace the commutativity by the weaker 
assumption that it is flexible, then A is still finite dimensional, but in this case A 
has dimension 1, 2, 4 or 8 and is isotopic to IR, C, IH or C. Moreover. we consider 
various conditions on A which imply that it is finite dimensional (necessarily of 
dimension I, 2, 4 or 8). In fact, we prove that it is the case when one of the 
following holds: (i) (x, x,x) = 0 for all x E A and there exists in A, a non-zero 
element, which commutes with all elements of A; (ii) there exists a non-zero element 
a in A such that a and a* commute with all elements of A and (x. a. x) = 0 for all 
XEA. 
Sommaire. 1. Preliminaires. 2. Algebres absolument valuees. 3. Algebres absolument 
valutes flexibles. Bibliographie. 
1. PRkLIMINAIRES 
On note R, C, IH et C respectivement les R-algibres des rCels, des 
complexes, des quaternions et de Cayley. De plus, notons C* I’algkb’re 
obtenue comme suit: en tant que R-espace vectoriel, C* coincide avec C et 
la multiplication de C* est dihie par x * 4’ = Yj? pour x et 4’ parcourant C*, 
oti la barre dlsigne le conjugd. On obtient ainsi une R-algltbre commutative, 
non associative et sans klkment unit&. L’algibre C* a une base (e, i} vlrifiant 
e* = e, ei = ie = -i et i? = -e. De plus, il existe exactement trois idempotents 
non nuls dans C*, 1 savoir, e, e, = -(1/2)e - (3’/*/2)i et e, = 
-( 1/2)e + (3’/*/2)i vh4iant e f e, + ee, = 0, e + e, + ee, = 0, e, + e, + 
e, e2 = 0, ee, = e,, ee, = e, et e, e2 = e. 11 est clair encore que (e, e, }. (e, e, 1 
et {e,, ez} sont des bases de C* sur R. Si A est une IF?-algtbre, on notera 
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(x, y) le commutateur de deux elements x et y de A, (x, y, z) l’associateur de 
trois elements x, y et z dans A et [x ,,..., xn] le R-sous-espace vectoriel de A 
engendre par n elements ?I, ,..., x, de A. Si A est une IR-algebre absolument 
valuee, pour tout element x de A, on note [Ix]] la norme de x. 
Soient A et B deux IR-algtbres non necessairement commutatives ni 
associatives. On dira que A est isotope a B si ses espaces vectoriels 
sousjacents sont les memes et s’il existe deux IF-isomorphismes rp et w  de 
l’espace vectoriel sousjacent commun sur lui-meme tels que le produit x o J 
de deux elements x et y de A est defini en fonction du produit dans B par la 
relation x o y = p(x) u/(y). Notons que deux algebres isotopes ne sont pas 
necessairement isomorphes. Par exemple, les algebres C et C* sont isotopes 
mais non isomorphes. Nous utiliserons, par la suite, les lemmes suivants 
(cf. [6] pour la demonstration): 
LEMME 1.1. Soient A une IR-algebre absolument valuee et B un sous- 
ensemble de A. Si tous les elements de B commutent entre eux, le so&R- 
espace vectoriel [B] de A engendre’ par B est muni dun produit scalaire. 
LEMME 1.2. Soient x et y deux vecteurs R-lineairement independants 
dune R-algebre absolument valuee A. Si XJJ = yx et si (1x]] = 1, il existe un 
vecteur y,, dans A tel que [x, y] = [x, yO], ]] y,,]] = 1 et y,, est orthogonal a x. 
LEMME 1.3. Soient x et y deux elements dune R-algebre absolument 
valuee A tels que ]]x]] = ]( y]] = 1 et (Ix - y]] = 2. Si xy = yx, alors x + y = 0. 
Rappelons encore qu’une IR-algebre A est dite flexible si (x, y, x) = 0, 
quels que soient x et y dans A. Toute algtbre commutative ou alternative est 
flexible mais il est evident qu’il existe des algbbres flexibles non 
commutatives ou alternatives. I1 est a noter que dans une algebre flexible A, 
quels que soient les elements x, y, L dans A, on a (x, y, z) + (z, y, x) = 0. 
L’identitl suivante est verifiee dans une IR-algebre A (non necessairement 
flexible), pour x, y, z parcourant A: (xy, z) - x(y, z) - (x, z)y = (x, y, z) - 
(x9 29 Y) + (2, x, Y). 
De cette identite on a, pour x et y parcourant A: 
(xX2, y) -x(x2, y) - (x, y) x2 = (x,x2. Y) - (4 y, x2) + (Y, x, x2); (1.1) 
(yxZ, x) - Y(X', x) - (Y, x)x2 = (y, x2,x) - (Y, x, x’) + (x9 Y, x2). (1.2) 
Supposons maintenant que A soit une IR-algebre flexible. Par addition des 
identites (1.1) et (1.2) on a, pour x et y parcourant A: 
(xX2, y) + ( yx2, x) - x(x2, y) = 0. (1.3) 
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De plus, les deux identites suivantes sont verifiles, pour x et y parcourant A : 
(x2, 4’) = x(x, Y) + (x, y)x; (1.4) 
(XJ’ + yx, x) + (x2, y) = 0. (1.5) 
Si l’on pose x = e et y = e’ dans la premiere de ces identitds, oti e et e’ sont 
deux idempotents de A, on a (e, e’) = e(e, e’) + (e, e’)e et, de meme, (e, e’) = 
e’(e, e’) + (e, e’) e’. En posant x = (e, e’) et y = e dans la seconde identite, on 
a ((e, e’)‘. e) = 0 et, de meme, ((e, e’)‘. e’) = 0. Les theoremes suivants sont 
bien connus (cf. [ 6 1): 
TH~OR~ME 1.4. Si A est une R-algebre absolument valuee a element 
unite, alors A est isomorphe a R, C, IH ou C. 
Notons ici que l’existence de l’element unite joue un role fondamental dans 
la demonstration de ce theoreme. 
TH~~OR~ME 1.5. Si A est une R-algebre absolument valuee commutative, 
alors A est isomorphe h R, C ou C*. 
D’autre part, rappelons le resultat suivant (cf. [4]): 
TH~OR~ME 1.6. Soit A un anneau jlexible de caracteristique premiere a 
2. Tout sous-anneau de A engendre par n elements qui commutent entre eux 
est commutattx 
2. ALG~BRES ABSOLUMENT VALU~ES 
Desormais A designera une IR-algebre absolument valuee. Les lemmes ci- 
dessus nous permettent d’etablir le resultat suivant: 
TH~OR~ME 2.1. Soit A une R-algebre absolument valuee et supposons 
que pour tout x duns A on ait (x,x,x) = 0. s’il existe duns A un element 
a f 0 tel que pour tout x duns A on ait ax = xa, alors A est de dimension 1, 
2, 4 ou 8 et est isotope a R, C, IH ou C. 
Supposons, tout d’abord, que a et a2 soient R-lineairement independants et 
considbrons I’ensemble B = {x ] x E A, (x, A) = 0). II est clair que B est un 
sous-R-espace vectoriel de A, B # 0; montrons que B est une sous-algebre de 
A. En effet, la condition (x,x,x) = 0 pour tout x dans A s’ecrit aussi 
(x2, x) = 0 pour tout x dans A. Done, pour tout x dans B et tout y dans A, 
on a 0 = ((x + y)‘, x + y) = (x2, y) + 2(xy, y) et 0 = ((x - Jr)*, x - y) = 
-(x2, y) + 2(x4: y) et ceci nous dit que (x2, y) = 0 pour tout y dans A, ou 
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encore, x2 est dans B. On voit done que quels que soient les elements x et y 
dans B, xy = $((x $ y)2 - x2 - y’) est encore dans B. Comme B est une R- 
algebre absolument valuee commutative, B est isomorphe a R, C ou C* 
(cf. Theoreme 1.5). D’autre part, a et a2 sont dans B et sont R-lineairement 
independants, done B est isomorphe i C ou C*, i.e., il existe des vecteurs e et 
i dans A tels que B = [e, i] et e2 = e, ei = ie, i2 = -e. Montrons que A = B. 
En effet, supposons qu’il existe un element y de A qui ne soit pas dans B. 
Comme e et i commutent avec y, I’espace [e, i, y] a un produit scalaire, done 
il existe un vecteur z dans [e, i, y ] orthogonal a e et a i avec ]]z I( = 1. D’autre 
part, llz2 - ell = Il(z - e)(z + e)ll = I(z -ell ()z + el( = 2 et IJz* + eJ( = 
]](z + i)(z - i)ll = /I z + ill ]]z - i/l = 2 et d’apres le lemme 1.3, z2 + e = 0 et 
z2 -e = 0, done e = 0, ce qui est impossible. Ceci nous dit que A est 
isomorphe i C ou C*. 
Supposons maintenant qu’il existe un nombre reel A non nul tel que 
u2 = Au; l’eltment e = A-la vtrifie e2 = e, done ]le(] = 1. De plus, e commute 
avec tous les elements de A et montrons que l’equation ey = x a une solution 
unique dans A. En effet, soit x un element de A. S’il existe un element a dans 
R tel que x = are, alors ex = x. Sinon, x et e sont IR-lineairement 
independants et comme xe = ex et II e ]] = 1, il existe un vecteur x,, de A tel 
que ]]xO]l = 1, x,, orthogonal i e et [e,x] = [e,x,] (cf. Lemme 1.2). D’autre 
part, I]xi - e]] = 2 et comme xie = exi et ]]xil] = 1, alors xi + e = 0, done 
xk E [e, x,]. Montrons que, en fait, ex, E [e, x,]. En effet, l’equation 
(x2, x) = 0 pour tout x dans A entraine (xy + yx, x) + (x2, y) = 0 quels que 
soient x et y dans A et si I’on pose y = e, on a (xe + ex, x) + (x2, e) = 0. Or, 
e commute avec tous les elements de A, done (ex, x) = 0. 
Supposons maintenant que ex, ne soit pas dans [e,x,]. Comme ex, 
commute avec e et x,, I’espace [e, x0, ex,,] a un produit scalaire, done il 
existe un vecteur z dans [e, x0, ex,] tel que ]I z I( = 1 et z orthogonal a e et a 
x0. D’autre part, l]z2 - el] = ]l(z - e)(z + e)]l = I(z - el] JIz + e(l = 2 et comme 
llzzll = 1, llell = 1 t e e commute avec z2, alors z2 + e = 0. Mais on a deja vu 
que xi + e = 0 et comme z commute avec x0, alors (z - xJ(z + x0) = 0. Or, 
A &ant saris diviseurs de zero, on aurait z = x0 ou z = -x,,, absurde car z est 
orthogonal i x,, et (I z I( = 1. Ceci nous dit que ex, est dans [e, x,]. L’algebre 
[e, x0] ttant commutative absolument valute, est isomorphe A C ou C* et 
comme e et x sont darts [e, x,], l’iquation ey =x a une solution dans A. Le 
fait que A soit sans diviseurs de zero nous montre que cette solution est 
unique, i.e., la multiplication R,: A -+ A, x I-+ xe a un inverse RF’. Sur 
l’espace vectoriel sous-jacent i A on detinit une nouvelle structure d’algibre 
A0 en difinissant la multiplication par x o y = R;‘(x) R;‘(y) pour x et 4 
parcourant A’. On voit ainsi que A0 est une il?-algebre a element unite e et 
comme I] e]] = 1, A” est absolument valuee. D’apres le Theorime 1.4, A” est 
isomorphe a R, G, IH ou C, done A est de dimension 1, 2, 4 ou 8 et est 
isotope a R, 6, IH ou C. 
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COROLLAIRE 2.2. Soit A une R-algebre absolument valuee flexible. S’il 
existe un t%!ment a # 0 de A tel que ax = xa pour tout x dans A, alors A est 
de dimension 1, 2, 4 ou 8 et est isotope a I?, @, IH ou C. 
Notons que dans la demonstration de la seconde partie du Theorime 2.1 
nous n’avons utilise la condition (x, x,x) = 0 pour tout x dans A que pour 
avoir l’identite (ex, x) = 0, valable pour tout x de A orthogonal a e. Ceci 
nous suggere le rlsultat suivant: 
TH~OR~ME 2.3. Soit A une R-algebre absolument valuee et supposons 
qu’il existe un idempotent e # 0 de A tel que (e, x) = 0 pour tout x dans A et 
(ex, x) = 0 pour tout x dans A orthogonal a e. Alors A est de dimension 1, 2, 
4 ou 8 et est isotope a R, C, IH ou C. 
La demonstration est analogue i celle de la seconde partie du 
Theo&me 2.1. 
Dans la demonstration du Theortme 2 de [6] il est dlmontre que si a est 
un element non nul de A tel que a et a2 sont R-lineairement indlpendants et 
a virifie ax =xa, a(ax) = a2x et (xa)a =xa2 pour tout x dans A, alors 
l’algebre A est isomorphe i C. Le thioreme suivant generalise ce resultat: 
TH~OR~ME 2.4. Soit A une R-algebre absolument valuee et supposons 
qu’il e.xisre un element a non nul de A tel que a et a2 sont R-lineairement 
independants et a et a2 commutent avec les elements de A. Alors A est 
isomorphe a C ou C*. 
En effet, on peut supposer que ]]a]( = 1. L’espace [a, a21 est muni d’un 
produit scalaire. Si a est orthogonal i a2, on a ]]a2a2 - a’]] = 
]]a2 -a]] ](a2 + a]] = 2 et comme ]]aza2]] = 1 et ]]a’]] = 1, alors a2a2 = -ai, 
soit (-a’)(-a’) = -a2. Ceci nous montre que e = -a2 est un idempotent de 
A. On voit que [a, a’] = [a, e] et montrons que A = [a, e], done A est 
commutative de dimension 2 et, par suite, A est isomorphe 1 C ou a C*. 
Supposons qu’il existe un vecteur x E A tel que x @ [a, e]. Comme a et e 
commutent avec x, [a, x, e] est un espace muni d’un produit scalaire et il 
existe un vecteur z E [a, x, e] rel que ]I z]] = 1 et orthogonal i e et i a. 
Dow, I( z2 - e]] = ](z - e]] ]]z + e]] = 2, i.e., z2 = -e et la condition 
(z - a)(z + a) = 0 et le fait que A soit saris diviseurs de zero entrainent z = a 
ou z = --a, ce qui est absurde. 
Dans le second cas a examiner, on supposera que a ne soit pas orthogonal 
a a*, done il existe b dans A. b orthogonal a a tel que /lb]] = 1 et 
[a, a’] = [a, b]. Montrons que u2a2 est dans [a, a’]. Sinon, I’espace 
[a, a*, a2u2] aurait un produit scalaire et il existerait un vecteur x dans 
[a, a2, u’u’] orthogonal a a et u2 tel que ](?c]( = 1, done ]]x2 -u’]] = 
11x -a]] 1(x + a]] = 2 soit x2 + u* = 0. De meme, ]/x2 - a2a’]] = 
[Ix - a’]] 1(.x + u2 1) = 2. I1 s’ensuit que (]a2 + u2u2 /I = 2, done, u2aZ = u*, ce 
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qui est absurde. On sait maintenant que b = au + pa’ avec a, /I non nuls 
dans R et comme llaZ - b*ll = J(a + bll Ija - bll = 2, a* commute avec b2 et 
Ilb211 = 1, alors 0 = u* + b2 = (1 + a’) a* + ~‘a’~’ + 2a@a2, d’oli au2 = 
-( 1/2a/?)(( 1 + a*) a’ + /12a2a2), i.e., aa* E [a, a’]. On vient de montrer que 
la, a’] est une sous-algebre commutative absolument valuee de A, done 
isomorphe i C ou C*. 11 existe alors deux elements e et i dans A tels que 
la. u2 ] = [e, i], ez = e, ei = ie et i2 = -e. I1 est maintenant facile de voir que 
A = [e, il. (voir le cas analogue dans la demonstration du Thtoreme 2.1) 
done isomorphe i C ou C*. 
Les Theoremes 2.3 et 2.4 nous donnent le resultat suivant: 
TH~OR~ME 2.5. Soit A une R-algebre absolument valuee et supposons 
qu’il existe un element a # 0 de A tel que a et a2 commutent avec tous les 
elements de A et (x, a. x) = 0 pour tout x dans A. Alors A est de dimension 1, 
2. 4 ou 8 et est isotope ti IF?, ‘C, IH ou C. 
On peut supposer que II a(1 = 1. S’il existe un nombre reel A# 0 ‘tel que 
a’ = Aa, l’element e = A-‘a verilie les conditions du Theorime 2.3. Sinon, 
i.e., si a et a* sont R-lineairement indipendants, on aura les conditions du 
Theoreme 2.4. 
3. ALG~BRES ABSOLUMENT VALUBES FLEXIBLES 
Dans tout ce qui suit, A designera une R-algebre absolument valuee 
flexible et pour x, ,..., x, dans A, on notera A(x, ,..., x,,) la sous-algebre de A 
engendree par ces elements. 
LEMME 3.1. Soient e, et e2 deux idempotents dans A tels que 
(e,, e2) # 0. II existe alors un idempotent e darts A tel que (e,, ez)* = ae avec 
a E R. 
En effet, (e, , e2)* # 0, car A est saris diviseurs de zero et comme (e,, e2)’ 
commute avec e, et e,, les algebres A((e,, e,)*, e,) et A((e,, e2)*, e,) sent 
commutatives (cf. Theo&me 1.6) done de dimension 2, car e,e2 # e2e,. Si 
dim,,(A((e,, e2)‘)) = 2, alors A((e,, e2)*, e,) = A((e,, e2)*) = A((e,, ez)‘, e,), 
done e,commute avec e,. I1 rtsulte que dim,R(A((e,, e2)‘)) = 1 et, par suite, il 
existe un idempotent e dans A tel que (e,, e2)* = ae avec a E R. 
LEMME 3.2. Soient B et D deux sous-algebres de A isomorphes ti C et 
C* respectivmement. Alors B et D ne contiennent aucun idempotent non nul 
commun. 
Supposons qu’il existe un idempotent e # 0 dans B et D. I1 existe alors 
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dans A un element i et un idempotent e’ # e tels que B = [e, i], ei = ie = i, 
iz = -e et D = [e, e’] avec e + e’ + ee’ = 0. Dans l’identitt 1.3, si 1’011 pose 
x = i et y = e’, on a (e’, i) = 0. Ceci nous montre que les vecteurs e, i, e’ 
commutent entre eux, done l’algibre A (e, i, e’) est commutative 
(cf. Thtoreme 1.6) et comme A(e, i, e’) est absolument valuee, alors elle est 
isomorphe i C ou C*, ce qui est impossible. 
THI~OR~ME 3.3. Soit A une R-algtbre absolument valuee flexible et 
supposons qu’elle contienne une sous-algebre isomorphe a C. Alors A est 
isomorphe a C, IH ou C. 
Soit, en effet, B une sous-algibre de A isomorphe i C; il existe alors des 
elements e et i dans A tels que {e, i) soit une base de B sur R et ez = e, ei = 
ie = i et i2 = -e. Montrons que e est l’unique idempotent non nul de A. En 
effet, soit e’ un idempotent non nul de A et supposons que e et e’ ne 
commutent pas, done (e, e’)2 = ae”, ou e” est un idempotent de A et a E IF? 
(cf. Lemme 3.1). Comme e” commute avec e, l’algebre A(e”, e) est isomorphe 
i R ou 6, car e est dans B (cf. Lemme 3.2) soit, e = e”. Ceci nous dit que e 
commute avec e’, done A(e, e’) est isomorphe a R ou C et, par suite, e’ = e. 
Pour tout element x non nul dans A, A(x) est isomorphe a R ou Cc (C* est i 
exclure, car elle contient trois idempotents differents). Puisque e est le seul 
idempotent non nul de A, e est l’ellment unite de A. Le Theoreme 1.4 nous 
dit alors que A est isomorphe i C, IH ou C. 
TH~OR~ME 3.4. Soit A une R-algebre absolument valuPeJlexible. Si les 
idempotents de A commutent entre eux, alors A est isomorphe a R, C, C”, iH 
ou c. 
En effet, on sait que pour tout element non nul x de A, A(x) est isomorphe 
i R, C ou C*. S’il existe une sous-algebre de A isomorphe i C, alors A est 
isomorphe a C, IH ou C (cf. Theoreme 3.3). Supposons qu’il n’existe pas de 
sous-algebre de A isomorphe a C et que A contienne une sous-algebre D 
isomorphe i C*. II existe alors des idempotents e’, e” dans A tels que 
D = [e’, e”]. Pou 
L 
tout idempotent e de A, l’algebre A(e, e’, e”) est 
commutative, don A(e, e’, e”) = D, soit encore, D contient tous les idem- 
potents de A. Comme pour tout element x non nul de A, A(x) est isomorphe 
a R ou C*, alors x est une combinaison liniaire d’un ou deux idempotents, 
done x est dans D. Ceci nous dit que A = D, done A est isomorphe i C*. 
Supposons enfin qu’il n’existe pas de sous-algebre de A isomorphe i C ou a 
C*. Pour tout x non nul dans A, A(x) est isomorphe a I? done x = ae avec 
a E R, a # 0 et e dans A veritiant e2 = e. De mime, si y non nul est un autre 
element de A, y =pe avec p E R, p # 0, et e’ dans A verifiant e’2 = e’. 
Comme ee’ = e’e, alors A(e, e’) est isomorphe a R, d’oi e = e’. I1 s’ensuit 
que A est isomorphe a R. 
244 EL-MALLAH ET MICALI 
LEMME 3.5. Soient A une R-algebre absolument valueeflexible, e, et e, 
deux idempotents distincts duns A. Les conditions suivantes sont 
hquivalentes: 
6) e, commute avec e,; 
(ii) lie, + e211 = 1. 
(i) 3 (ii) est evident puisque A(e,, ez) est isomorphe a C*. Supposons 
maintenant que (e,, eJ # 0, done il existe un idempotent e’ f 0 dans A tel 
que (e,, ez)* = ye’ avec y E R (cf. Lemme 3.1). De plus A(e’, e,) et A(e’, e,) 
sont isomorphes i C*. II s’ensuit que ((e’, e,)) = -f et ((e’, e,)) = -4 ou 
((e’, e,)) et ((e’, e2)) designent les produits scalaires des vecteurs e’, e, et e’, 
e, respectivement. Comme e’ et e, + e, sont lineairement independants car 
(e,, e2) # 0, e’ commute avec e, + e2 et ])e’]] = 1, il existe un element x,, dans 
A tel que j]xO]( = 1, x0 orthogonal a e’ et [e’, e, + e2] = [e’,x,] 
(cf. Lemme 1.2) c’est-a-dire, x,=ae’+P(e,+e2) avec a#0 et /3#0. 
Done 0 = ((x0, e’)) = a - j3 et x0 = ae’ + a(e, + e,), d’oti 1 = (Ix,,]]* = 
a* + a* I] e, + e, I]* - 2a2, soit (1 + a’)/a* = ]] e, + e2 ]I*, c’est-a-dire, 
lie, + e211 # 1. 
LEMME 3.6. Soient A une IF?-algebre absolument valut!eJexible, e, et e2 
deux idempotents duns A. Si e,e2 commute avec e,e,, alors e, commute avec 
e2. 
Comme (e,, e2) = e,@, , e,) + (e,, e2) e, = e,(e,, e,) + (e,, e,) e, on a 
et 
(e, - e,)(e,, e2> + (e, 1 e2)(e, - e2) = 0 (1.6) 
(e, + e2&, v e2) + (e,, e2)(e, + e,) = 2(e, 9 e,). (1.7) 
Puisque A est flexible, l’identite (1.6) nous donne ((e, - e2)*, (e,, e2)) = 0, 
soit (e, + e,, (e,, e2))) = 0, car e,e, commute avec e2e,. En appliquant ce 
resultat i l’identite (1.7), on a (e, + e,)(e,, e,) = (e,, e,), soit 
IIe, + e2]I IICe,, ez)ll = I](e,, e2)]]. Si (e,, e,) f 0 alors I(e, + e,I] = 1 et d’apres 
le Lemme 3.5, e, commute avec e2. 
Ce lemme nous permet de donner une autre version du Theoreme 3.4, a 
savoir : 
TH~OR~ME 3.7. Soit A une R-algtbre absolument valuee flexible telle 
que quels que soient les idempotents e,, e, duns A, ele2 commute avec e,e,. 
Alors A est isomorphe a R, C, C*, IH ou C. 
THBOR~ME 3.8. Si A est une R-algebre absolument valueejlexible, alors 
A est de dimension 1, 2, 4 ou 8 et est isotope h ip, C, IH ou C. 
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La demonstration de ce theorime repose sur les lemmes suivants: 
LEMME 3.9. Soient A une IR-algebre absolument valuee flexible, e un 
idempotent non nul de A et x, y deux elements de A. Si e commute avec x et 
y, alors e commute avec le produit xy. 
En effet, on remarque que les algebres A(e, x) et A(e, y) sont 
commutatives (cf. Theoreme 1.6), done d’apres le Theoreme 1.5, elles sont 
isomorphes i R, C ou C*. Le cas oti A(e, x) zz C ou A(e, y) z C nous donne 
le resultat, d’apres le Theo&me 3.3. Le lemme est encore evident, si 
A(e, x) =: R ou A(e, y) z R. II nous reste i examiner le cas ou A(e, x) =: C* 
et A(e, y)~ C*. On icrit A(e,x) = [e, e,] et A(e, y) = [e,e,] avec e: =e,, 
e$=e,, e+e, +ee,=O et e+e, +ee,=O. Si e,e,=e,e,, on a le resultat 
cherche. Supposons done que e, e, # eze, . D’apres le Lemme 3.1, il existe un 
idempotent e’ dans A tel que (e,, e,)* = ye’ oti y E R. Comme e,e, # e,e,, 
alors A(e’, e,) et A(e’, e2) sont isomorphes a C*, i.e., A(e’, e,) = [e’, e,] et 
A(e’, et) = [e’, e,] avec e’ + e, t e’el = 0 et e’ t e, + e’e, = 0. On a done 
(e - e’)(e, - e2) = 0 et comme A n’a pas des diviseurs de zero et e, # e,, 
alors e’ = e. Or, A est flexible, done e commute avec (e, t e2)* et (e,, e2) et 
ceci entraine que e commute avec e, e, et avec eze, . Done, e commute avec 
XJ'. 
LEMME 3.10. Si A est une IR-algebre absolument valuee jlexible et e, e’ 
deux idempotents de A, l’algebre A(e, e’) est de dimension finie. 
En effet, si ee’ = e’e, l’algebre A(e, e’) est commutative done isomorphe i 
R, C ou C*. Supposons que ee’ # e’e; on sait deja qu’il existe un idempotent 
non nul e” dans A(e, e’) qui commute avec e et e’ (cf. Lemme 3. l), done qui 
commute avec tout element de A(e, e’) (cf. Lemme 3.9). Comme A(e, e’) est 
absolument valuie flexible, le Corollaire 2.2 nous dit que A(e, e’) est de 
dimension tinie. 
Demonstration du Theoreme 3.8. S’il existe une sous-algebre de A 
isomorphe i C, le Theortme 3.2 nous dit que A et isomorphe a C, IH ou C. 
Sinon, supposons que pour tout x non nul dans A, A(x) soit isomorphe a IR 
ou C* et soient e et e’ deux idempotents de A, e # 0. D’apres le Lemme 3.10, 
I’algebre A(e, e’) est de dimension tinie, done A(e, e’) est une algebre de 
division. I1 existe alors des elements a et b dans A tels que ea = e’ et be = e’. 
De plus, pour tout y dans A, A(y) est isomorphe i R ou C* done y est une 
combinaison lineaire d’un ou deux idempotents. Ceci nous dit qu’il existe des 
elements a et b dans A, uniques (car A est sans diviseurs de zero) veritiant 
ea = y et be = y, c’est-i-dire, les multiplications R,: A -+ A, x t--t xe et L,: 
A -+ A, x I--+ ex ont des inverses R;’ et L;‘. Sur I’espace vectoriel sousjacent 
a A on definit une nouvelle structure d’algebre A0 en posant x o ,v = 
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R; ‘(x) L;‘(y), pour x et y parcourant A. L’algibre A0 est i! iikment unitt e 
et comme llell = 1, A0 est absolument valuie. D’aprk le Thtorkme 1.4, A0 est 
isomorphe g IR, ic. IH ou C, done A est isotope g R, C, IH ou C. 
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